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NOTES DE COURS

SECTIONS CONIQUES ET LIEUX DE POINTS

Les sections d’un cone

Les coniques forment une famille de courbes planes résultant de I’intersection d’un plan avec un
cone de révolution.

Selon les positions relatives du plan et du céne, on obtient quatre sortes de coniques (a condition
que le plan ne passe pas par le sommet du cone). Il suffit de faire varier 1’angle d’inclinaison du
plan avec I’axe du cone :

e si cet angle mesure 90° (donc si le plan est perpendiculaire a 1’axe du cone),
’intersection est un cercle ;

e sil’angle d’inclinaison est supérieur a I’angle d’ouverture du cone mais inférieur a 90°,
c’est une ellipse ;

e sil’angle d’inclinaison est inférieur a I’angle d’ouverture, ¢’est une hyperbole ;

e siles deux angles sont égaux, c’est une parabole.

L’étude des coniques vise a définir, a 1’aide d’une équation, la relation entre les coordonnées
«X» et «y» d’un point P qui parcourt le lieu. La forme générale de 1’équation d’une conique

est:
Q)

[ Ax?+Bxy +Cy>+Dx+Ey+F=0

» En 5° secondaire, le paramétre B (du terme Bxy) sera toujours nul, car il n’apparait que lorsqu’il y a rotation de
conique. Vous I’étudierez peut-étre dans un cours plus avancé de géométrie.

Dans ce chapitre, nous étudierons les quatre types de coniques mentionnés ci-dessus.
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6.1.2] Les lieux géométriques

Par définition, un lieu géométrique est un ensemble de points ayant une propriété métrique
commune. Cette propriété est toujours liée au concept de distance.

Voici quelques définitions de lieux géométriques connus. Essayons de les nommer.

e Lieu d’un point situé a égale distance des extrémités d’un segment de droite :

e Lieu d’un point situé a égale distance de deux droites concourantes :

e Lieu d’un point situé a égale distance d’un point fixe :

La notion de lieu géométrique prend un tout autre sens lorsqu’on le consideére dans le plan
carteésien. A ce moment, on cherche a définir le lieu géométrique en termes de la relation entre
des coordonnées « x » et « y » d’un point P parcourant ce lieu.

4 A
Rappels de géomeétrie analytique
NoAL _ _
1;” Qe S0it deux points A(X, . Ya) et B(Xg, Yg)-
12 Les coordonnées du point milieu du segment AB sont données par :
11
ol M X2t Xe YatVe
2 2
L8]
.81
.8l
5] La distance entre les points A et B est donnée par :
4]
X d(AB) = (X5 = Xa)" + (Y5 ~ V)’
0
N J
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Lieux de points et coniques

Il est possible de définir les coniques en termes de lieux de points :

e Cercle: Lieu d’un point dont la distance par rapport a un point fixe, appelé centre, est
constante.
e Ellipse: Lieu d’un point dont la somme des distances a deux points fixes, appelés foyers,

est constante.

e Hyperbole: Lieu d’un point dont la valeur absolue de la différence des distances a deux
points fixes, appelés foyers, est constante.

e Parabole: Lieu d’un point a égale distance d’un point fixe, appelé foyer, et d’une droite
fixe, appelée directrice.

Nous reverrons en détail chacune de ces définitions au cours du chapitre.

6.1.4 Lieux de points et équations

C’est a René Descartes et a Pierre de Fermat que nous devons la géométrie analytique et la
recherche d’équations de lieux dans le plan cartésien.

Rechercher I’équation d’un lieu, c’est rechercher la relation entre les coordonnées X et y
d’un point P qui parcourt ce lieu.

Une équation de lieu bien connue est celle de la droite.

Théoréme de 1’équation de la droite
Le lieu d’un point est une droite si et seulement si son équation peut étre exprimée sous la forme
Ax + By + C =0 ou les coefficients A et B ne sont pas nuls en méme temps.

Exemple : Représenter graphiquement les lieux de points suivants.
a)2x+0y—-4=0 b)3x+2y+4=0 c)0x+05y+1=0

y y y
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Mise au point #1] » Corrigé 4 la page 53

1. Décrire les lieux correspondant aux équations suivantes :

a) 2x+3y-2=0 b) 3y=4 C) 2Xx+6=2

2. Trouver I’équation du lieu de P(X, y) sachant qu’il parcourt une droite passant par les points de
coordonnées (-5, 4) et (3, -2).

3. Quelle est I’équation du lieu du point P qui est équidistant de A(-3, -2) et B(4, 1) ?

4. Nommer au moins 5 points qui possedent la caractéristique suivante : « étre situé a 5 unités du
point O(0, 0) ».
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6.2 LE CERCLE

Définition : Lieu d’un point dont la distance par rapport a un point fixe, appelé centre, est
constante. Cette distance est le rayon du cercle.

Equation du cercle centré a I’origine

Quelle est I’équation du cercle centré a 1’origine ci-dessous ?

L’équation d’un cercle centré a 1’origine est donnée par :

ou r est le rayon du cercle

» Un point appartient a un cercle s’il vérifie son équation.

Mise au point #2 » Corrigé a la page 53

1. Voici I’équation d’un cercle : x> + y> = 49. Donner les coordonnées du centre du cercle et la
mesure de son rayon.

2. Est-ce que les points suivants appartiennent au cercle décrit par la relation suivante :
X? +y? =169 ? Justifier.

a) (5,12) b) (-7, 11) c) (0,-13)

3. a) Quelle est I’aire de la partic ombragée de la figure ci-contre sachant que
la diagonale du carré mesure 9\/5 unités?

b) Quelle est I’équation du cercle si I’on considére que le point de rencontre
des diagonales du carré est 1’origine du plan cartésien ? \
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Equation du cercle translaté

Nous avons vu que 1I’équation du cercle centré a I’origine est x> + y? = r> mais qu’en est-il de
I’équation du cercle lorsqu’il est translaté dans le plan cartésien ?

L’équation canonique du cercle translaté est :

X

\

ou (h, k) est le centre du cercle translaté et r, le rayon.

» Le passage de la forme canonique a la forme géneérale se fait en effectuant le développement
de I’équation. Ainsi, I’équation du cercle translaté sous forme générale est donnée par :

() + (K2 =
(=) + (-2 - 12 = 0

On se souvient que 1’équation générale d’une conique est : Ax> + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0.
Quelles conditions doit-on poser sur les coefficients A, B et C pour obtenir un cercle?

1) 2) 3)
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Exemple 1 : Ecrire I’équation du cercle suivant sous sa forme générale :
(x+6)° +(y—1)* =50

L’équation générale du cercle est :
» Le passage de la forme générale a la forme canonique se fait en complétant des carrés
parfaits en « x » et « y ».

Exemple 2 : Ecrire I’équation du cercle suivant sous sa forme canonique :
X2+y?—2Xx+ 12y +16=0

L’équation canonique du cercle est :

On peut alors dire que les coordonnées du centre du cercle translaté sont :

et que le rayon mesure unités.

Mise au point #3 » Corrigé a la page 53

1. Exprimer I’équation donnée sous sa forme générale.
a) x-2)+(y-3)7=16

b) (X +4)+(y—2)>*=25

) x\22 +(y+1)2=9
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2. Exprimer I’équation donnée sous sa forme canonique.
a) XX +y>+2x—-4=0

b) x> +y?—4x+8y—-36=0

C) X +y>—6x-2y+1=0

d) > +y?>-8x+4y+4=0

e) 2X2+2y* + 12x—4y+4=0

3. Les équations suivantes sont-elles celles d’un cercle? Justifier vos réponses.
a) 2x2+2y>+4x— 12y +10=0

b) x> +2y>+2x—-4y+6=0
C) ¥+y*—4y—-4=0
d) X2 +y?>—-6x+4=0
e) X +y?+2xy+4y—-4=0

f) X-y*=16
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Régions associées

L’équation (x—h)?> + (y-k)?> = r? décrit le lieu des points dont la distance au centre est r.
Graphiquement, cela signifie que tous les points le cercle satisfont cette équation.

L’inéquation (x—h)? + (y—k)* < r? décrit le lieu des points dont la distance au centre est
inférieure & r. Graphiquement, cela signifie que tous les points du cercle
satisfont cette inéquation.

L’inéquation (x—h)? + (y—k)? > r? décrit le lieu des points dont la distance au centre est

supérieure a r. Graphiquement, cela signifie que tous les points du cercle
satisfont cette inéquation.

y (. Y)

N

(x=h)y + -k (x=h)* + (y-k?* r (x—h? + (y-k?

» Si le symbole d’inégalité est < ou > alors on représente le cercle par

Exemple : Le point A(-3, 7) est-il a I’intérieur ou a I’extérieur du cercle d’équation
(x—1)* +(y+2)° =100?

6.2.4 Tangente & un cercle

Définition : Droite interceptant un cercle en un et un seul point.

Toute droite tangente a un cercle posséde une caractéristique
géométrique particuliére. Cette caractéristique nous permettra de
trouver 1’équation de cette droite tangente a partir des coordonnées

du centre du cercle (h, k) et du point de tangence (X, y). Q\-/

Tout rayon aboutissant au point de tangence est a la tangente.
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Rappel : Positiow relative de droites

Considérant les pentes mi, m2 de deux droites, nous pouvons déduire la position relative des
droites. En effet :
si mi=m alors les droites sont ;

si mixmz=—1 alors les droites sont

Exercice 1 : Quelle est I’équation de chacun des cercles.

a) b) c)

X (0, 5)4

(-4, 0) (4,0) \
X

.0) ' —

Exercice 2 : Déterminer les coordonnées du centre et le rayon des cercles dont les équations sont
données. Indiquer ensuite si chacun des cercles passe par 1’origine.

Centre Rayon Passe-t-il par (0, 0) ?
a) X*+y?>=9
b) (x—4)?+(y +3)*=25
c) (x+2)*+(y—4)*=20

Exercice 3 : L’équation d’un cercle est X + (y + 1)? = 10. A

a) Quel est le rayon de ce cercle ?

b) Quelles sont les coordonnées de son centre ?

c) Représenter ce cercle dans un plan cartésien.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

d) Si le point A(1, y) appartient au cercle, quelles sont les T
valeurs possibles de y ? B R S S

-------------------------------------------------------------

10
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Exercice 4 : A partir des coordonnées du centre C et d’un point P du cercle, déterminer 1’équation
du cercle et I’équation de la droite tangente au cercle en ce point.

a) C(-2,-1) et P(3,2) b) C(3,0) et P(-3, 8) ¢) C(-1,5) et P(5,-1)

Exercice 5 : Soit les points A(-4, 5) et B(6, 1), les extrémités d’un diamétre d’un cercle. Quelle
est I’équation de ce cercle ?

Exercice 6 : L’entrée d’un tunnel a la forme d’un demi-disque. Sa
largeur a la base est de 16m. Quelle est la hauteur de la vodte
lorsqu’on se trouve a 3m du bord ? (Arrondir le résultat final au
dixieme pres.)

Exercice 7 : Trouver le centre et le rayon des cercles dont les équations sont données.

a) X*+y?+8x=0 b) x?+y>—4y+3=0 C) X2 +y>—12x+6y+20=0

11
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Mise au point #4/ » Corrigé 4 la page 53

1. Déterminer I’équation du cercle de centre (-2, 3) et de rayon 7.

12

Trouver 1’équation du cercle dont les extrémités d’un de ses diamétres sont (3, 8) et (-5, 2).

Donner I’équation d’une droite tangente au cercle d’équation x* + y? = 36.

Un cercle a son centre en (-5, 8) et est tangent a I’axe des ordonnées. Déterminer son
équation.

Trouver I’équation du cercle dont on donne les coordonnées du centre et d’un point.
a) 0O(6,1) et A(-2,-2) b) 0O(-2,0) et A(Q, -4)

Donner les coordonnées du centre et la mesure du rayon des cercles suivants :
a) X+y?-6x-2y+1=0 b) X2+y>-8x+4y+4=0

C) 2x2+2y?+12x—4y+4=0
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7. Quelle est I’équation du cercle dont le centre est (-4, 5) et ’aire de 64x unités carrées ?

8. Quelle est I’équation de la tangente au cercle d’équation (X — 3)*> + (y — 1)> = 5 et passant
par le point de tangence (2, -1) ?

9. Trouver les points d’intersection du cercle défini par x*> +y?> =25 et de la droite d’équation
4x+y-5=0.

10. Trouver les points d’intersection du cercle défini par (x—1)° +(y+3)° =1 et de la droite

d’équation y = % -3.

13
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L’ELLIPSE

Définition : Lieu d’un point dont la somme des distances a deux points fixes, appelés foyers, est
constante.

Un peu de terminologie...

Soit I’ellipse suivante :

Xy
7
FetF sont les foyers '
y On dit que 1’axe focal supporte
(0] est le centre de l’ellipse les foyers de ]’e]]ipse_
A'A est I’axe transversal
A'A est le grand axe
., dans cet exemple...
B'B est I’axe conjugué

B'B est le petit axe
A A", B,B sont lessommets

P L’axe transversal correspond toujours a I’axe focal, qu’il soit horizontal ou vertical.

d(PF) + d(PF'") = constante
d(PF) + d(PF") = mesure du grand axe

14
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Equation de Dellipse centrée a I’origine

Théoreme de 1’équation de I’ellipse
Le lieu d’un point est une ellipse centrée a 1’origine avec son grand axe sur 1’un des axes si et
seulement si son équation canonique est :

ou a est la demi-mesure de 1’axe horizontal et b est la demi-mesure de 1’axe vertical

Les coordonnées des sommets de I’ellipse centrée a 1’origine sont :

AC .. ) ~C . ) BC . ) B , )

A

T
N

Mesure du grand axe = Mesure du petit axe =

L’ellipse centrée a I’origine peut aussi se présenter comme ceci :
y A
Les coordonnées des sommets de ’ellipse centrée a 1’origine sont :

AC .. ) ~C ., ) BC ) B(C , )

Mesure du grand axe = Mesure du petit axe =

v

15
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Démarche algébrique menant a I’équation de ’ellipse centrée a I’origine dans le cas ou 1’axe

focal est sur I’axe des abscisses (a > b).

Affirmation P(x,y) F(c,0) F(c,0)

Justification

[S——
d(PF) + d(PF)=2a =

NX—CPR+y? + A\J(x+C)2+y2=2a

\J(X—CP2 +y? =2a—1/(X+C)? +y>

(X — )2 +y2 =4a% — 4a\[(X + C)? + Y2 + (X +C)* +y?
X2 - 20X + €2+ Y2 = 422 — dan] (X + C)2 + Y2 + X2 + 20X + C2 + Y2
—4cx — 482 = —dan/ (X + C) + y2
ox+al=af(x + ) +y?2

cx? +2a%cx + at =a’ (X +¢)* +y?)

c2x? + 2a%cx + a* = a?x? + 2a’cx + a’c? + a%y?

cx? +at = a’x? + a’c? + a%y?

(% — b%)x? + a* = a’x? + a¥(a’ — b?) + a2y?

a’x? —b’x? + a*=a?x* + a* — a’b? + a?y?

b2 - a2y’= —aZh?

_h2x2 ay>  —ah?
—ah? a2 —ah?

on 4 V=
dou;+)t;—2—1

16

Par définition de D’ellipse

Par formule de distance

Par propriété des équations

Par élévation au carré

Par développement des carrés

Par propriété des équations

Par propriété de division des
équations

Par élévation au carré

Par propriété de la distributivité

Par propriété des équations

En substituant c? par a? — b?

Par propriété de la distributivité

Par propriété des équations

Par propriété de division des
équations

Par simplification des fractions.

C.Q.F.D.
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6.3.3 Recherche de coordonnées des foyers de ’ellipse

Pour déterminer les coordonnées des foyers d’une ellipse centrée a 1’origine connaissant ses
sommets, il faut porter une attention particulieére a 1’axe transversal de la conique.

Basons notre réflexion sur 1’ellipse ci-contre :
Sia>b
1° le ABOF est rectangle en O

etona: d(BF) =

20 ona: N A

d(BF) + d(BF') = d(AF) + d(AF) c

=(@a-c)+

3° mais d(BF) =
40 d’ou d(BF) =

et d(BF) = vb? +¢c?
5°  de cette égalité, ontire : a’ =

donc, c?=

c = ou c est la distance (toujours positive) centre-foyer

Il est possible de reprendre un raisonnement similaire pour déterminer les coordonnées des
foyers d’une ellipse dont 1’axe transversal est vertical, c’est-a-dire lorsque a < b.

En résumé :
si a>b si a<b
alors la position des foyers (c, 0) et (-c, 0) alors la position des foyers (0, c) et (0, —)
est donnée par la formule est donnée par la formule
2= 2=

17
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Exercice 1 : Quelle est 1’équation de chacune des ellipses suivantes ?
a) b) c)
o, 4 y y
’ F(0,4)

(-3, 0) (3.0) x Fgﬁr m;m . x
KJS’ ! 2o

(0, '4) [ ] F.(O!-4)

Exercice 2 : Construire le graphique des ellipses suivantes :

2 2
a)X—+L:1
9 4

c) 16x% + 25y% = 40

18
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Exercice 3 : Quelles sont les caractéristiques des ellipses dont les équations sont données.

Coordonnées des Coordonnées des Mesure du
sommets foyers grand axe

2 2

a) X Yo
225 81
2 2

b) L+L=1
416

LS

C) — =
)49 13

Exercice 4 : Déterminer les coordonnées des foyers connaissant deux des sommets de I’ellipse.

a) A(8,0) et B'(0, -4) b) A2, 0) et B(0, 3)

: . . X2,y
Exercice 5 : L’équation d’une ellipse est r) + T =1.

a) Quelles sont les coordonnées de son centre ?
b) Quelles sont les mesures du grand axe et du petit axe ?

c) Quelles sont les coordonnées des foyers de cette ellipse ?

d) Sile point A(1, y) appartient a cette ellipse, quelle est la valeur de 'y ?

19
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Exercice 6 : Chacune des ellipses décrites est centrée a 1’origine. Déterminer leur équation.

a) Deux sommets se trouvent aux points (0, 1) et (0, -1). Le grand axe mesure 10 unités.

b) La distance entre les deux foyers est de 8 unités et I’'un des sommets se trouve au point (-3, 0).

c) Les foyers de I’ellipse ont pour coordonnées (4, 0) et (-4, 0). Le grand axe mesure 12 unités.

Exercice 7 : Quelles sont les coordonnées des foyers de 1’ellipse représentée ci-dessous ?

X

~

(10, 0)

20
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Exercice 8 : Emilie s’appréte a tracer une ellipse sur une grande feuille

a ’aide d’une ficelle de 40cm. Elle fixe les extrémités de la ficelle aux

points A et B distants de 24cm. Avec son crayon au point P, elle tend P
ensuite la ficelle et trace 1’ellipse. Déterminer la mesure du grand axe

et celle du petit axe.

Exercice 9 : Lors de son voyage a Rome, Francois a visité le Colisée avec un groupe de touristes.
Le guide qui les accompagnait leur a expliqué que ce monument avait la forme d’une ellipse
longue de 187 m et large de 155 m. Frangois a remarqué qu’il y avait deux entrées principales
aux extrémités du grand axe.

a) Alors qu’il se trouvait a 1’une des entrées, quelle distance séparait Frangois du plus proche
foyer de I’ellipse ?

b) Aprés avoir estimé la position du foyer, Frangois s’y est rendu. Quelle est, au métre pres, la
largeur du Colisée a cet endroit ?

21
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Comme I’ellipse est constituée des points dont la somme des distances aux foyers est égale a la

mesure du grand axe, il est facile de déduire que :

’INTERIEUR de ’ellipse est constitué des
points dont la somme des distances aux foyers
est INFERIEURE a la mesure de grand axe et
correspond a I’inéquation :

x

2
a2+L !

b2

Exemple 1 : Déterminer graphiquement la région

2 2
a) X_+ L|> 1
25 16

’EXTERIEUR de I’ellipse est constitué des
points dont la somme des distances aux foyers
est SUPERIEURE a la mesure du grand axe et
correspond a 1’inéquation :

2 2
a b
y A
//’ \\\
.I \ | -
‘\\ )/ X

du plan associée aux inéquations suivantes :

2
bX_+ 2 <1
)oY

......................................................

P N

S P,

S S S

22
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2 2

Exemple 2 : Soit I’ellipse d’équation 2—4 + 1)(13_0 =1 et le cercle centré en (2, 0) passant par les

foyers de I’ellipse. Le cercle est-il entierement compris a I’intérieur de 1’ellipse?

Exemple 3 : Soit le cercle d’équation x° +y* -8y +11=0.

a) Déterminer I’inéquation associée a la région extérieure (seulement) de 1’ellipse dont les
foyers ont pour coordonnées (J_r V10 ,O) et dont un des sommets coincide avec le centre du
cercle.

b) Déterminer les abscisses des points de cette ellipse ayant 1 pour ordonnée.

23
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Equation de Dellipse translatée (enrichissement)

L’équation canonique d’une ellipse translatée est donnée par :

(x=h)*  (y=Kk)? _ L
a’ b2

ou a est la demi-mesure de 1’axe horizontal et
b est la demi-mesure de 1’axe vertical
(h, k) sont les coordonnées du centre de ellipse

L’ellipse translatée peut se présenter de deux fagons différentes :

Ellipse translatée « horizontale » Ellipse translatée « verticale »
y y
A A
/ \
L ™~
\ /
I~ L—
0 > y 5 >
_h)2 — k)2 _h)2 AT
(x azh) + (v bzk) =1 aveca>b (x azh) + (v bzk) =1 aveca<bhb
Fi ( : ), F2 ( : ) Fi ( : ) F2 ( , )

AC . AC ) AC . AC )
B(C . )»B(C . ) B(C . )»BC )

L équation générale d’une ellipse a la forme : Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0.
11 s’agit d’une ellipse (et non d’une autre conique) si et seulement si :

1) 2)
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2 Y
Exemple 1 : Soit I’équation de I’ellipse (X;‘S) + (y1002) =1

a) Quelles sont les coordonnées du centre de I’ellipse?
b) Quelles sont les mesures respectives du grand et du petit axe?
c) Est-ce que I’ellipse est horizontale ou verticale?

d) Quelle serait I’équation de cette ellipse sous forme générale?

Exemple 2: Trouver les coordonnées du centre, des sommets et des foyers de 1’ellipse
d’équation :
X? +4y? — 10x + 16y +37=0
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Exemple 3 : Un archéologue a quadrillé le terrain d’une cité pour une recherche sur le site de
Conique de la Rome Antique dont les fortifications forment une ellipse. Un des foyers de cette

ellipse se trouve au point F1(1, -4). Au centre de la cité, un lac circulaire a été reperé. Par analyse
des données recueillies par un sondage échographique, 1’ordinateur nous livre 1’équation du

périmétre (en km) de ce lac : x* + y® —12x+8y +51=0. Le petit axe de I’ellipse mesure 6 km.

a) Donner I’équation décrivant cette ellipse.

b) Calculer I’aire de la cité.

¢) Un canal linéaire avait été creusé a travers la cité. L’ordinateur de repérage donne 1’équation
X + 2y + 2 =0. Trouver les coordonnées des points de rencontre du canal avec la muraille.
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L’HYPERBOLE
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Coniques

Définition : Lieu d’un point dont la valeur absolue de la différence des distances a deux points
fixes, appelés foyers, est constante.

Un peu de terminologie...

Soit I’hyperbole suivante :

@)

FetF
AcetA
axe des x
axe desy

est le centre de I’hyperbole

sont les foyers de I’hyperbole

sont les sommets de I’hyperbole

est I’axe transversal (axe focal) dans cet exemple...
est I’axe conjugué

= constante

|d(PF) — d(PF")

|d(PF) — d(PF’)| = distance entre les deux sommets de 1’hyperbole
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Equation de ’hyperbole centrée a ’origine

L’¢équation de I’hyperbole centrée a 1’origine s’exprime de deux facons différentes selon
I’orientation de son axe focal dans le plan cartésien.

Théoreme de 1’équation de I’hyperbole
Le lieu d’un point est une hyperbole centrée a I’origine avec son axe focal sur I’un des axes si et
seulement si son équation canonique est :

1°" cas : axe focal sur I’axe des abscisses Croquis

A

v

ol A(a, 0) et A'(-a, 0) sont les coordonnées des sommets
et F(c, 0) et F'(-c, 0) sont les coordonnées des foyers

|d(PF) - d(PF")

2° cas : axe focal sur I’axe des ordonnées Croquis

A

v

ot B(0, b) et B'(0, -b) sont les coordonnées des sommets
et F(0,c) et F'(0,—c) sont les coordonnées des foyers

|d(PF) — d(PF”)

Dans les deux cas, la relation entre les constantes a, b et c est :

et les équations des asymptotes sont :

et
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Démarche algébrique menant a 1’équation de 1’hyperbole centrée a I’origine dans le cas ou I’axe

focal est sur I’axe des abscisses (a>0 et ¢ > 0).

Affirmation A(a,0) F(c,0) F(-c,0)

Justification

<

|d(AF) - d(AF)| =2a =

[N cP+y2 —\x+ 0P +y2| = 2a

\J(X—C)2 + Y2 —~/(X +C)? + Y2 = +2a

\J(X—CP2 +y? = +2a + /(X +C)* + y>

(X—CP +y>=4a’+4a/(X+C)> + Y2 + (X +C)> +y?

X2 — 20X + €2 + y? = 4a% + 4a\/(X + C)2 + y? + X% + 20X + C2 + y2
—4cx — 4a? = +4a[(x + C)2 + 2

CX + a2 = +an /(X + C)? + y?

cx? +2a%cx +a*t=a? ((x +¢)? +y?)

c2x? + 2a’cx + a* = a’x? + 2a%cx + a’c? + a%y?

cx? +a* = a’x? + a’c? + a%y?

CZXZ _ a2x2 _ a2y2 — aZCZ _ a4

a’(c’—-a?) a’c*-a?) a¥c?-a’)
2 2

X2 _ Yy =1
sy X2y

d’ou ? — é =1

Par définition de I’hyperbole

Par formule de distance

Par définition de la valeur absolue

Par propriété des équations

Par élévation au carré

Par développement des carres

Par propriété des équations

Par propriété de division des
équations

Par élévation au carré

Par élévation au carré et propriété de
la distributivité

Par propriété des équations

Par propriété des équations

Par mise en évidence de x? et a2

Par propriété de division des
équations

Par simplification des fractions

En substituant ¢? — a par b?

C.Q.F.D.
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Exemple 1 : Quelle est 1’équation de chacune des hyperboles suivantes ?

a) b) C) (les asymptotes sont données)
. . y ;
XF(0.4) s

0,2
0.2) 6.0) .

n

(0,-2)

X F'(0,-4)

Exemple 2 : Quelles sont les caractéristiques des hyperboles dont les équations sont données ?

Coordonnées des Coordonnées des  Equations des
sommets foyers asymptotes
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Exemple 3: Une designer a utilisé une hyperbole yvA

oo X YR . .
d’équations 16200 = 1 pour créer un vase dont voici une

représentation. Sachant que le diametre de la base et le

diamétre de 1’ouverture sont de 12 cm chacun, déterminer la %
hauteur du vase.
Exemple 4 : Quelles sont les équations des asymptotes de N P(4:2,/3)
I’hyperbole ci-contre ? 4 ’

2

0 X

-4 0 4
-2
-4

Exemple 5 : Le tablier d’un petit pont enjambant un ruisseau
a la forme d’une branche d’une hyperbole. Les points A, B
et C du dessin représentent respectivement le centre de cette
hyperbole, I'un de ses sommets et 'un de ses foyers. Le
sommet B se trouve exactement a 1 m du centre et du foyer.
Enfin, le foyer C se situe a la méme hauteur que les deux
extremiteés du pont. Quelle est la largeur du pont ?

largeur =?
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Régions associées

Pour déterminer laquelle des deux régions possibles est associée a 1’inéquation, on utilise les
coordonnées du centre de I’hyperbole. Si les coordonnées vérifient I’inéquation, il s’agit de cette
région ; sinon, il s’agit de 1’autre région du plan.

Région « intérieure » Région « extérieure »
‘Y y
% H—— x x>
X2 2 X2 2
-4 -G 1
a”~ b a~ b
Reégion qui contient Région qui contient
de I’hyperbole de I’hyperbole

Exemple : Pour chacune des hyperboles suivantes, déterminer les coordonnées du centre, des
sommets et des foyers; puis donner les équations de ses asymptotes; enfin représenter
graphiquement la région associée aux inéquations.

2 2 2 2
a) XY ) JEA S
9 25 36 45

32



Collége Regina Assumpta
Mathématique SNs

Chapitre 6
Coniques

Equation de ’hyperbole translatée (enrichissement)

L’équation canonique de I’hyperbole translatée varie 1égérement selon 1’aspect de cette derniere.
Comme I’ellipse, I’hyperbole translatée peut se présenter de deux facons différentes :

Hyperbole translatée « horizontale »
(ouverte vers la gauche et la droite)

Hyperbole translatée « verticale »
(ouverte vers le haut et le bas)

Graphique y y
cartésien NS £/ A
AN ot \ r_: //
\\\\\\ l//// . \\ // /,
F’ NP F S /’,/
/ /', \\\ \ /,” // \\ \\\
,// \\\ / F’ \\
0 // \\ ~ 0 ~
< X < X
Equation (x=hp (y-k?_, (x=h? (-K*_ ,
canonique a2 b2 22 2
ou
ol (y-k)? (x=h)* _ 1
a est la distance au sommet de ’hyperbole et b2 - a2 -
b est la distance entre le sommet et le point
d’intersection entre la perpendiculaire a I’axe |
focal passant par le sommet et un cercle de | oY )
rayon c centré aux coordonnées (h, k). b est la distance au sommet de I’hyperbole et
a est la distance entre le sommet et le point
d’intersection entre la perpendiculaire a 1’axe
focal passant par le sommet et un cercle de
rayon c centré aux coordonnées (h, k).
Centre C ( : ) C ( : )
Foyers F( : ) F( : ) F( : ) F( : )
Sommets A( : ) A'( : ) | B( : );B'( : )

L>équation générale d’une hyperbole a la forme : Ax?> + Cy? + Dx + Ey + F = 0.

Il s’agit d’une hyperbole (et non d’une autre conique) si et seulement si
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—7)2 2
Exemple 1 : Soit I’équation de I’hyperbole (X647) — ()/1;-13) =1

a) Quelles sont les coordonnées du centre de I’hyperbole?

b) Quelle est la distance entre les deux sommets?

c) Quelle est la distance entre les deux foyers?

d) Est-ce que I’hyperbole est horizontale ou verticale?

e) Quelle serait I’équation de cette hyperbole sous forme générale?

Exemple 2 : Trouver les coordonnées du centre, des sommets et des foyers de 1’hyperbole
d’équation, puis donner les équations de ses asymptotes :

16x2 —9y? + 64X + 18y + 199 =0
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Exemple 3 : Déterminer 1’équation du cercle tangent aux sommets de I’hyperbole d’équation :
9x? +36x—5y* +30y—-54=0

Les sommets de I’hyperbole sont situés entre les foyers.
Les foyers de I’ellipse sont situés entre les sommets.
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EXERCICES RECAPITULATIFS

1. Identifier (nommer) le lieu décrit par chacune des équations suivantes :

a) 3x—2y+7=0 b) 3x* —y*+5=0
2
C) 4x* =1-4y? d)%+%y2=3

2. Soit le cercle d’équation x2 +y2—12 = 0. Sachant que ce cercle passe par les foyers et par
deux sommets d’une ellipse d’axe focal vertical, déterminer 1’équation de cette ellipse.

3. Déterminer la régle de 1’hyperbole suivante sachant que ses foyers ont pour coordonnées
(x10, 0) et que d(P, F") = 7 et d(P, F) = 23.

y

-n{b
e

36



Collége Regina Assumpta Chapitre 6
Mathématique SNs Coniques

2 2

. ) X .
4. Soit I’hyperbole d’équation 251—4 T 1. Sachant qu’un cercle est centré au foyer supérieur

de I’hyperbole et qu’il est tangent aux deux asymptotes :

a) Faire un croquis de la situation.

b) Déterminer les coordonnées des points de tangence.

c) Déterminer 1’équation du cercle.
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5. Dans le graphique ci-contre :
e I’ellipse et I’hyperbole sont centrées a 1’origine,
e le cercle rencontre 1’hyperbole au point P(6, 8),

e le foyer F1 de I’ellipse est situé au point (0, - /46 ).

a) Donner I’équation du cercle.

b) Déterminer la mesure du petit axe de 1’ellipse.

c) Trouver les coordonnées du foyer F> de I’hyperbole.

6. Trouver les coordonnées des points d’intersection des lieux géométriques définis par ces

équations :
2 2

a) 4+ ¥ —letox-y-3=0
36 25
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2 2
X y
b) — -2 =1lety=-x
) 28 28 y

C)x?-y?2=1let2x+y+5=0

X2 y2
d) ——+2 =1lety=+18
11 18
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6.5 LA PARABOLE

Définition : Lieu d’un point a égale distance d’un point fixe, appelé foyer, et d’une droite fixe,
appelée directrice.

Un peu de terminologie...

Soit la parabole suivante :

S
q y
6 -
P
4 -
2 -
T -X\
-2 10

est le foyer de la parabole
est le sommet de la parabole
est la directrice de la parabole

La distance focale (notée c) est la distance
entre le sommet de la parabole et la
directrice ou la distance entre le sommet de
la parabole et le foyer.

o O m

Axe focal de la parabole : droite perpendiculaire a la directrice et qui passe par le foyer.

Sommet : point d’intersection de la parabole et son axe focal.

» La parabole posséde un seul axe de symétrie (qui est aussi son axe focal).
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Equation de la parabole centrée a ’origine

On considere toutes les paraboles dont le sommet est & I’origine et dont 1’axe de symétrie est
horizontal ou vertical. On obtient quatre cas selon que la parabole est ouverte vers le haut, vers
le bas, vers la droite ou vers la gauche :

T

ly Cas #1 . Parabole ouverte vers le haut

Selon la définition de la parabole, on a :

Son équation canonique est donc

4

y Cas #2 . Parabole ouverte vers le bas

Son équation canonique est donc

E Le paramétre c représente la distance focale de la parabole (d’ou ¢ > 0). j
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™

1Y

Cas #3 : Parabole ouverte vers la droite

Son équation canonique est donc

Cas #4 : Parabole ouverte vers la gauche

Son équation canonique est donc

Equation de la parabole translatée

Les équations canoniques de la parabole translatée sont données par :

(x —h)? = 4c(y —k) (v —K)* = 4c(x ~h)
(x—h)* = -4c(y -k) (y —k)* = —4c(x —h)

ou (h, k) sont les coordonnées du sommet de la parabole.
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Graphique Equation canonique Description

Y

(x —h)? =4c(y —K) Sommet S :
Foyer F:

Axe de symétrie :

Directrice d :

<

(x—=h)>=-4c(y -k) ~ SommetS:

Foyer F :

/ Axe de symétrie :

Directrice d :

(y —k)?=4c(x —h) Sommet S :
Foyer F:

Axe de symétrie :

5 Directrice d :

<

(y —k)>= —4c(x —h) Sommet S :
Foyer F:

Axe de symétrie :

/ 0 Directrice d :

On obtient la forme générale de 1’équation de la parabole en développant son équation canonique,
ce qui donne :

Ax>+Dx+Ey+F=0 ou (axe vertical)

Cy’+Dx+Ey+F=0 ou (axe horizontal)
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Exercice 1 : Quelle est I’équation de chacune des paraboles suivantes ?

a) . b) c)

X
x

Fl2.0  « x F(0, 4)

Exercice 2 : Quelles sont les caractéristiques des paraboles dont les équations sont données ?

Equation de I’axe de Coordonnées du Equation de la
symétrie foyer directrice
a) y?=-16x
b) x?=8y
) y?=2x
d) x?=-24y

Exercice 3 : Déterminer 1’équation des paraboles centrées a I’origine suivantes.

a) Les coordonnées du foyer sont (-2, 0).

b) L’équation de la directrice est X = 5.

¢) L’axe de symétrie et la directrice se croisent au point (0, 3).

d) L’axe de symétrie est X = 0 et la directrice passe par le point (3, 4).

e) La parabole passe par le point R(4, 5) et possede un axe focal ay = 0.
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Exercice 4 : Déterminer les coordonnées du foyer de cette
parabole qui passe par le point P(-6, 2) et dont le sommet est
a lorigine.

P(-6,2) ¢F

v

Exercice 5 : La partie supérieure de cette coupe dessinée
dans le plan cartésien a la forme d’une parabole dont

I’équation est x? = %y (I’unité étant le centimeétre). La

profondeur de la coupe est égale a 36 fois la distance entre
le foyer et le sommet de la parabole. Quelle est la largeur de
la coupe ?

v

Exercice 6 : Soit la parabole d’équation (x + 1)? = -8(y — 2)
a) Déterminer sa concavité.

b) Que vaut la distance focale?

c) Quelles sont les coordonnées du foyer et du sommet?

d) Quelles sont les équations de la directrice et de ’axe de la parabole?

e) Est-ce que le point M (5, _75) appartient a la parabole? Pourquoi?
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Exercice 7 : Quelle est I’équation de la parabole sachant qu’elle est concave vers la gauche, a son
sommet en (3, 1) et une distance focale de 4 unites?

Exercice 8 : Quelle est 1I’équation de la parabole sachant que son foyer est au point (4, 13) et
I’équation de la directrice est y = -3?

Exercice 9 : Quelle est la plus courte distance entre C (cométe) et E (étoile située au foyer)
sachant que C suit la trajectoire décrite par le lieu suivant : y? — 8y — 48x + 400 = 0?

Exercice 10 : Quelles sont les caractéristiques des paraboles associées aux fonctions suivantes ?

Coordonnées du Coordonnées du Equation de la
sommet foyer directrice

a) f(x)=x?
b) g(x) =-2(x-1)* +5

c) h(x)=3x*>+6x-9
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Régions associées

Pour tout point P situé¢ & PINTERIEUR d’une
parabole, la distance d’un point au foyer est
INFERIEURE a la distance entre ce point et la
directrice, de sorte que les inéguations

X2 < 4cy y

X* < —4cy

y? < 4cx > x
y? < —4cx ’

représentent toutes la région intérieure d’une
parabole, soit d(PF) < d(Pd).

Chapitre 6
Coniques

Pour tout point P situé &8 PEXTERIEUR d’une
parabole, la distance d’un point au foyer est
SUPERIEURE a la distance entre ce point et la
directrice, de sorte que les inéquations

X2 > 4cy y

X? > —4cy

y2 > 4cx > x
y2 > —4cx ‘

représentent toutes la région extérieure d’une
parabole, soit d(PF) > d(Pd).

En d’autres mots, la région de la parabole comprenant le foyer est appelée INTERIEUR et la
région comprenant la directrice est appelée EXTERIEUR.

Il est toujours possible de déterminer la région associée & une inequation en utilisant le « test du
foyer » : si les coordonnées du foyer de la parabole satisfont 1’inéquation alors la région du plan
incluant le foyer est solution de 1’inéquation ; sinon, il s’agit de la région excluant le foyer.

Exemple : Soit la conique d’équation 2x°+2y* —4x+8y—62=0 et son centre C(x, y). Dans
quelle région de la parabole d’équation x* = —4y se situe le point C?
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Méli-mélo de coniques!

1. Compléter le tableau suivant.

Equation sous forme canonique Equation sous forme générale
2 2
a) X Y
16 9
b) 25x* —y*+100=0
c) 2x*+3y*-30=0
2 2
d) x_¥y _
25 50

2. Trouver I’équation de I’hyperbole sachant que ses foyers coincident avec des sommets de
I’ellipse et ses sommets avec les foyers de ’ellipse. L’ellipse est définie par 1’équation :

X_2+_L2:1
25 16
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3. Trouver I’équation de 1’ellipse dont deux sommets coincident avec les foyers de 1’hyperbole et
ses foyers avec les sommets de I’hyperbole. Voici I’équation de 1’hyperbole :

X2y
36 16

*4. Représenter graphiquement le systéme d’équations suivant et en déterminer les solutions.

x> +y’=4
x> =y+1

49



Chapitre 6

Collége Regina Assumpta
Coniques

Mathématique SNs

5. Dire si chacune des équations suivantes représente un cercle ou une parabole.
S’il s’agit d’un cercle, donner la position de son centre et la mesure de son rayon.

Si c¢’est une parabole, en donner I’équation de la directrice.
Finalement, écrire I’inéquation associée a chaque lieu de maniére a ce que le point (-1, 3) en

soit solution.
a) x2+2x+%y+3=0 b) 4y® =x c) 3x* +3y* —6x+12y =10

d) 4y® —1=-4x> e) y=—2(x+1)"-3 f) y2+3x—4y+%:0
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6. Soit la fonction quadratique f (x)= —%(x +5)" 7.

a) Déterminer I’équation du cercle ayant son centre au foyer de cette parabole et tangent a sa
directrice.

b) Déterminer le systéeme d’inéquations (parabole et cercle) tel que P(-5, -6) soit solution de
ce systéme.

X +3)* —4)?
*7. Soit I’ellipse d’équation ( ) +(y ) =1

25 169
Déterminer 1’équation de 1’hyperbole dont les sommets coincident avec les foyers de 1’ellipse
. . 1 11 1 5
et dont les equations des asymptotes sont y = > X + R et y= 5 X + >
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8. Soit les points A(0, -8) et B(0, 8). Un point P se déplace de maniére a ce que
d(PA) + d(PB) = 20. Une hyperbole d’axe focal horizontal est tangente au lieu du point P et

\ . . 1
possede des asymptotes d’équations : y = i§ X.

a) Déterminer les ordonnées possibles du point R (3\/5 , y) de cette hyperbole.

b) Déterminer I’inéquation (forme canonique) associée a la région extérieure de 1’hyperbole.

9. Associer chacune des équations suivantes au type de lieu correspondant.

a)
b)
c)
d)
e)

x> —4(x—y)=0

x> +2y? —6x—4y=0
2X+2y=2

5x* +1="5y?

3x* —1=-3y*

DRoOITE
CERCLE
ELLIPSE
HYPERBOLE
PARABOLE

*10. Associer chacune des equations suivantes au type de lieu correspondant.

52

a)
b)
c)
d)
€)
f)

X +2y° —2x-2y=0
X+2y+2=0

x> —y?—2x-2y-2=0
X2 +y?-2x-2y+2=0
X*+y?—2x-2y-2=0

x> —2x-2y-2=0

POINT
DROITE
CERCLE
ELLIPSE
HYPERBOLE
PARABOLE
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CORRIGES DES EXERCICES « MISE AU POINT »

Mise au point #1/ — Corrigé

1. a) droite oblique b) droite paralléle a I’axe des X  ¢) droite paralléle a I’axe des y
—3X

_—+— ou 3x+4y—-1=0
2. Y 4 T2 y
3. y=_T7X+§ ou 7x+3y-2=0
4. (5,0);(-5,0);(0,5); (0,-5); (i i) (autres réponses possibles)

Mise au point #2 — Corrigé
1. C(0,0)etr =7 unités
2. a) Oui, car 52 + 122 = 13? b) Non, car (-7)> + 112 # 132 ¢) Oui, car 02 + (-13)2 = 13?
8lxn 2 _81

a) A= 81—Tu2 17,38 u?  b)x*+y?=

Mise au point #3/— Corrigé

1. a) *+y>—4x-6y-3=0 b) X*+y?+8x—4y—-5=0 c) x2+y2—2\/§x+2y—6=0
2. a) (x+1)*+y*=5 b) (x—2)*+(y+4)*=56 c) Xx=3P2+(y-1¥*=9
d) x—4)+(y+2)P°=16 e) X+3)+(y—-17>=8

3. a) Oui,car A=C centre (-1, 3) etr =+/5 b) Non,car A=C
c) Oui,car A=C centre (0, 2)etr= 2\/5 d) Oui,car A=C centre (3,0)etr= \/E
e) Non,carB=0 f) Non,car A=C

Mise au point #4| — Corrigé

1. (x+2)2+(y-3)*=

2. (X+ 1)+ (y-572=25 7. (x+4P+(y-57=64

3. y =6 (autres réponses possibles) -1

4 2 2_ 8. y=-X

C(X+S5)+(y—-8)°=25 2

5 a) (x-6)+(y-1=73 (0.5) et (40 75]
b) (x+2)*+y*=20 17 17

6. a)C(3,1);r=3u 50 =67
b) C(4,-2) ; r=4u 10. (0.-3) o (29 29)

) C(-3,1);r=21/2u

53



Collége Regina Assumpta Chapitre 6
Mathématique SNs Coniques

54



Collége Regina Assumpta Chapitre 6 — Coniques
Mathématique SNs Exercices supplémentaires

Coniques - Exercices supplémentaires

Le cercle (corrigé a la page 74)

1. Trouver I’équation des cercles suivants.

a)

b

2. Connaissant les coordonnées du centre (C) et du point du cercle (P), déterminer
I’équation de ce cercle, d’abord sous forme canonique, puis sous la forme générale.

a) C(-2, 5) et P(4, 2) b) C(1, -3) et P(-1, -5) ¢) C(0, -8) et P(6, 0)

3. Déterminer les coordonnées du centre et la mesure du rayon du cercle d’équation :

Q) (X—6P+(Y+2) =49 b)(x+5352+(y—-4)72=12 c)x>+y*=20

d)X+1)>+(y+3)72=35 e)(x—4) +y*=64 f)(x=2)2+(y—-4)32=175
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4.

*7.

56

Soit le cercle d’équation (X — 5)? + (y + 2)? = 16. Trouver les coordonnées des points
situés aux extrémités du diametre parallele a 1’axe des abscisses.

Trouver I’équation du cercle dont les extrémités de 1’un des diameétres sont les points
de coordonnées :

a) (-2, 7) et (10, -9) b) (-3, 6) et (L, 0)

Soit le cercle d’équation (X — 2)> + (y + 1)> = 5. Donner les coordonnées des points
de rencontre de ce cercle avec I’axe des abscisses et 1’axe des ordonnées.

Un cercle de centre (5, 8) est tangent a la droite d’équation X + 3y — 9 = 0. Trouver
1I’équation de ce cercle.

Une droite d’équation X —y — 3 = 0 rencontre (en deux points) le cercle d’équation
(X —6)? + (y — 2)> = 25. Trouver les coordonnées de ces points.

Déterminer I’inéquation associée a chacune des régions représentées en gris.
a) b) c)
Y

y y 1
' @1) 1.4
A — X ﬁ \)
4,5)4 tos
( )“‘ '"( ) o 2 x'
il k,/
) -5, 4)™
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10.

11.

12.

13.

*14.

Soit le cercle d’équation (X — 3)% + (y + 2)> = 9. Donner la position de chacun des
points donnés : sur le cercle, a ’intérieur ou a I’extérieur.

a) (4, -4) b) (1, 1) c) (6, -2)

d) (3,-2) e) (3,-5) f) (5,1)

Un segment de 6 unités de longueur a une extrémité située a 1’origine du plan
cartésien. Ce segment tourne autour du point (0, 0). Trouver la relation qui décrit
la région balayée par ce segment.

Un parc sera aménagé dans un nouveau quartier d’une ville. La plupart des
personnes qui fréquenteront ce parc habitent dans un rayon de 4 km. Trouver la
relation qui représente cette région sachant que le parc se situe au point (7, -5) de
la carte de cette municipalité.

L’ensemble des points situés a une distance de 8 unités et plus du point de
coordonnées (-5, 0) du plan cartésien vérifient tous la méme inéquation. Quelle est-
elle?

Voici un énoncé géométrique : « Trois points non alignés déterminent un et un seul
cercle. » Un cercle passe par les points A(-1, 1), B(7, 1) et C(9, -1) du plan
cartésien. Déterminer 1’équation de ce cercle.
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15.

16.

17.

18.

58

Un viaduc a la forme d’un demi-cercle. A 2 m du bord, la hauteur est de 6 m. Quelle
est la hauteur (maximale) de ce viaduc?

Dans une usine, un machiniste doit fabriquer des
piéces ayant la forme illustrée. A partir d’un disque,
il doit enlever une section (BC) de 6 cm de longueur
et de 2 cm d’épaisseur. Quel est le rayon de ce
cercle?

Une lentille convergente est illustrée par deux

surfaces sphériques. Le dessin ci-contre represente ¢, . |.
une vue en coupe de cette lentille. Le rayon de \ o
courbure de la face droite de la lentille est r1 et celui L A

de la face gauche est ro. L’¢épaisseur maximale de la  *.
lentille est de 1 unité. L’équation du cercle C1 est .|
(x +2)? + y> = 6,25. La distance entre les centres des
deux cercles est de 5 unités. Trouver 1’équation du
cercle Co.

Dans le premier quadrant du plan cartésien, I’extérieur d’un cercle est représenté.
Le cercle, dont le rayon mesure 10 unités, est situé a une distance de 5 unités de
I’axe des abscisses et de 8 unités de I’axe des ordonnées. Trouver le systeme
d’inéquations associé a cette région.
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L'ellipse (corrigé a la page 74)

1. Pour chacune de ces ellipses, déterminer :
1) la mesure du grand axe;
2) la mesure du petit axe;
3) les coordonnées des foyers.

a)
y
(0, 6)

(0, -6)

N

b)

¥i0, 13)

-5.0) (5. 0)

(0, -13)

0, 8)
[\(‘t 0)

(0, -8)

2. Lescoordonnées de deux sommets et des foyers d’une ellipse centrée a 1’origine étant
connues, trouver les coordonnées des deux autres sommets.

a) Sommets : (0, 8) et (0, -8)

Foyers : (0, 4) et (0, -4)

b) Sommets : (-12, 0) et (12, 0)

Foyers : (-8, 0) et (8, 0)

3. Les coordonnées des foyers d’une ellipse sont (-5, 0) et (5, 0), et la mesure du grand
axe est de 14 unités. Déterminer les coordonnées du centre de cette ellipse et la

mesure de son petit axe.

4. Trouver I’équation des ellipses suivantes.

a)
¥
©0.3)

b)

(0. 7)
(0, 5]

(0, -3)
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5.

8.

60

Le grand axe d’une ellipse centrée a I’origine mesure 6 unités, et la distance entre les
foyers est de 2 unités. Sachant que le grand axe est situé sur I’axe des ordonnées,
trouver 1’équation de cette ellipse.

Trouver les coordonnées des foyers des ellipses dont 1’équation est :

) ) X2y , .
Soit I’ellipse d’équation 16 + 3 = 1. Determiner :
a) les coordonnées des sommets ;

b) les valeurs manquantes des points de I’ellipse suivants : (¢ ; 3) et (-2,4 ; 0).

Trouver I’équation de I’ellipse suivante. Y

4.2)
M\D—)@ :
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9. Maria prépare une affiche. Elle a dessiné une ellipse dont les axes mesurent
respectivement 40cm et 24cm. Elle inscrit, dans cette ellipse, un rectangle dont deux
cotés passent par les foyers. Quelles sont les dimensions de ce rectangle ?

10. Chez Olivier, I’ouverture entre la salle a manger et le
salon est surmontée d’une demi-ellipse. La largeur de
I’ouverture est de 80cm. A 16cm du bord, la hauteur de
I’ouverture est de 1,74m. Quelle est la hauteur de cette
ouverture en son centre ?

11. Pour encadrer sa photo de sortante, Patricia a choisi un
modele comme celui qui est illustré sur la figure ci-
contre. Une ellipse de 12cm de large et de 18cm de haut
a été découpée dans le rectangle. La distance entre le
rectangle et ’ellipse est de 3cm sur les cotés, et de 3,5cm
au-dessus et en dessous. A quelle distance du sommet
du rectangle se situe un des foyers de ’ellipse ?
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L'hyperb()le (corrigé a la page 75)

1. Pour chaque hyperbole, centrée a I’origine, représentée :
1) déterminer les coordonnées des foyers;
2) trouver I’équation des asymptotes.

2. Les coordonnées des sommets et des foyers d’une hyperbole étant données, trouver
I’équation des asymptotes.

a) S: (0, 5) et (0, -5) b) S: (5, 0) et (-5, 0) c) S: (0, 3) et (0, -3)
F: (0, 13) et (0, -13) F:(7,0)et(-7,0) F: (0, 6) et (0, -6)

3. Trouver I’équation des hyperboles suivantes.
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4. L’équation d’une hyperbole étant donnée, déterminer :
1) les coordonnées des sommets;
2) les coordonnées des foyers;
3) I’équation des asymptotes.

2 2 2 2
L X - X Y-y
12 16 9 16

5. Trouver I’équation de I’hyperbole suivante.

6. Les foyers d’une hyperbole sont situes aux points
(0, 13) et (0, -13). Un point P de I’hyperbole a pour
coordonnées (-28,8 ; 13). Quelle est I’équation de cette
hyperbole?

7. Unvase a fleurs a la forme illustrée ci-contre. La
courbure des cotés correspond a une hyperbole. Le
diametre du vase, a la base, est de 20cm et au centre,
16cm. La hauteur de ce vase est de 36cm. Quel est son
diametre a une hauteur de 10cm?

Chapitre 6 — Coniques
Exercices supplémentaires

2 2
X Y-

32 9

5,00, 5)

(-28.8, 13) ‘
Fy1(0,13)

X

m
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La parabOle (corrigé aux pages 75-76)

1. Pour chaque situation donnée, trouver :
1) [D’équation de la parabole;
2) I’équation de I’axe de symétrie.

a) b)

S: (0. 0)

F: (1.5, 0)

2. Trouver I’équation de la parabole ayant son sommet au point (0, 0) et dont le foyer F
ou la directrice d correspond a :
7

a)d:x:_71 b)F(O,%) c)d:y:Z

3. L’équation d’une parabole ayant son sommet a I’origine étant donnée, déterminer :
1) T’équation de son axe de symétrie;
2) les coordonnées du foyer;
3) I’équation de la directrice.

a) y> = —8x b) x* = 3y c)x’=y

0y -3 926y
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4. Pour chague parabole tracée, trouver :
1) ladistance focale « ¢ »;
2) I’équation de cette parabole.

a) b) c)

S: (-1, 3)

5 (3, -4)

5. Trouver I’équation de la parabole dont :

a) le sommet est au point (-2, 5) et le foyer, au point (_75 5).

b) le sommet est au point (4, -6) et la directrice a pour équation y = _715

c) le foyer est au point (2, 1) et la directrice a pour équation y = 5.
d) le foyer est au point (-4, 3) et la directrice a pour équation x = —6.

e) le foyer est au point (0, 0) et la directrice a pour équation x = 3.
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6. L’équation de la parabole étant donnée, trouver :
1) les coordonnées du sommet;
2) I’équation de I’axe de symétrie;
3) les coordonnées du foyer;
4) 1’équation de la directrice.

Q) (y—17’=4(x-2)  b)(x+57=-8(y-2) c)(x-2)*=-6(y—4)

d) (y + 3)> = -3x e)(x—2)=3(y+4) f) (y +2)> =-6(x - 3)

7. Quelle est I’équation de chacune des paraboles suivantes?

a) b)

—_

~d1.0

S:(3,-2)
3.1

S (2,0) /
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8. Soit laparabole d’équation (y —2)? = —3(x — 3). Déterminer les coordonnées des points
de rencontre de cette parabole avec 1’axe des abscisses et celui des ordonnées, dans
le plan cartésien.

9. Une parabole a son sommet situé au point (3, 1) du plan cartésien et son foyer, au
point (3, 2). Les points (0, y) et (x, 5) appartiennent a cette parabole. Déterminer les
valeurs de x et y.

10. Quelle relation décrit la région représentée?
b)

a

11. Tous les points de la courbe représentée ci-contre sont y
situés a égale distance du point (2, 4) et de la droite i

d’équation y = 6. /_(2\
a) Quelle est I’équation de cette courbe? /

b) Indiquer la position des points suivants: sur la parabole, a I’intérieur ou a
I’extérieur.

(7,-1) (5, 2) (0, 4) 2,-3) (-4, -4) (-2, 2)
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12.

13.

14.

68

Dans la municipalité de Matémati, on a aménagé un sentier
espace vert sur le terrain de 200m sur 180m. Le :
technicien en aménagement représente ce terrain
dans le plan cartésien en faisant correspondre son
centre a I’origine. Un sentier, dont la trajectoire est
parabolique, traverse le parc, et son équation est
_200 - 200 m -
=—=(y - 60).
3
a) Une fontaine sera construite a 1’emplacement du foyer. A quelle distance de
I’origine sera-t-elle située?

180m

X2

b) Quelle inéquation est associée a la région contenant le point (40, 40)?

Dans le plan cartésien, une région, contenant 1’origine, est limitée par une parabole
dont le foyer est situé au point (-1, 3). La directrice de cette parabole a comme
équation x = 3. Déterminer 1’inéquation associée a cette région.

Une antenne parabolique a une largeur de 2m et y

une hauteur de 0,4m. On fait correspondre le

sommet de I’antenne avec 1’origine du plan 3

cartésien, tel qu’il est illustré ci-contre. A quelle \zy“m
distance du sommet se situe le capteur (F) situé au - .' x
foyer de la parabole?
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15. Le pied d’une arche de forme parabolique de 5Sm
de hauteur se situe au point (0, 0) d’un systéme de
coordonnées cartésiennes. La largeur, a la base,
est de 4m.

a) Quelle est I’équation de la parabole?

Chapitre 6 — Coniques

Exercices supplémentaires

I
13m
I

b) Quelle est la largeur, au centiéme pres, de 1’arche a une hauteur de 3m?

16. Une guirlande est accrochée au mur de la classe, et
chacune des courbes s’apparente a une parabole.
Stéphane affirme que la courbe AB a comme équation

(x—1,4)>=3,4(y —2,2). AD représente la largeur de

la classe et OA, sa hauteur. Quelles sont les

dimensions de ce mur sachant que la guirlande dessine
trois courbes identiques?

y
(métres

(meétres)
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17.

18.

19.

70

Une lentille de forme parabolique a son sommet au point
(3, 7) du plan cartésien. La distance entre le sommet et

le foyer est de 2,6cm. Sachant que la largeur 'AB est de

13cm, trouve 1’épaisseur de cette lentille.

La structure d’un viaduc comprend une arche de
forme parabolique. La largeur entre les piliers est
de 20m. La hauteur libre, au centre, est de 6,4m.
Quelle est la hauteur, au dixiéme pres, a 4m du
bord?

Le capteur (C) d’une antenne parabolique est situé¢
a une distance de 25cm du sommet. L’antenne a
une hauteur de 60cm (représentée par AB).
Déterminer la largeur (OD) d’une telle antenne.
(Note : le capteur est situé au foyer de la
parabole.)

Chapitre 6 — Coniques
Exercices supplémentaires
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20.

21.

22.

Un pont suspendu comprend un céble porteur
dont la forme s’apparente a une parabole. Ce
cable est fixe au pylone a 22m de hauteur. Le
centre de ce céble est situé a une distance de 2m
du tablier du pont. La distance entre les deux
pyldnes sur lesquels le cable porteur est fixé est
de 160m. Quelle est la hauteur d’un céable situé a
20m du pylone?

Dans une usine de fabrication de meubles, un
graphiste a dessiné un modele de dossier de chaise
de forme parabolique. La largeur du dossier, a la
base, est de 40cm et sa hauteur, en son centre de
50cm. A I’emplacement du foyer, le graphiste
suggére s apposer une applique. A quelle distance
de la base du dossier se situe le foyer?

La partie latérale d’une bouilloire épouse une
section des branches d’une parabole. Sur la figure,
on a représenté une vue en coupe de cet objet; en
pointillé, le tracé de la parabole a été complété.
Quelle est la distance entre la base de la bouilloire
et le sommet de cette parabole?

Chapitre 6 — Coniques
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__-pylones_

tablier dujpon
N

. .
s \
/ .
/ \
! A}
/ \
/ \
; 0y
i \
‘ 10 cm

18 cm
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Les coniques (corrigé 2 1a page 76)

1. Déterminer I’équation de la plus simple ellipse inscrite dans un rectangle de 28cm sur
22cm.

2. Déterminer I’inéquation correspondant a la région intérieure de I’hyperbole centrée a
I’origine dont la distance entre les deux sommets situés sur 1’axe des X est de 4m, si
I’équation d’une des asymptotes est y = 2X.

3. Déterminer I’inéquation la plus simple pour décrire I’intérieur de la piscine de forme
ellipsoidale dont le petit axe mesure 6 unités et le grand axe, le triple de la mesure du
petit axe.

4, . CoxX2 Yy
Soit I’hyperbole d’équation 69 = 1. Les segments

AB et CD passent respectivement par les foyers de &
I’hyperbole. Le rectangle ABCD est ainsi forme. Si on
trace les diagonales de ce rectangle et qu’on les
prolonge, on peut ainsi construire les asymptotes d’une
autre hyperbole. Quelle est 1’équation de cette
hyperbole, sachant que les sommets de la deuxiéme
hyperbole sont situés aux emplacements des foyers de
la premiere hyperbole?

72



Collége Regina Assumpta Chapitre 6 — Coniques
Mathématique SNs Exercices supplémentaires

*5. Déterminer 1’équation du lieu du point P dont la somme des distances aux points
K(-11, 4) et L(7, 4) est égale a 30 unités.

*6. Déterminer I’équation du cercle tangent aux sommets de I’hyperbole dont I’équation
est 9x> —5y? + 36X + 30y — 54 = 0.

* 2 — AN2
7 Soit I’ellipse d’équation (X ;53) + (yl 63) = 1. Déterminer 1’équation de 1’hyperbole
dont les sommets passent par les foyers de cette ellipse et dont les équations des
X, 11 X, 5
asymptotes sonty = —+ —ety=—+=.
ymp y ) y > 5
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Le cercle - Corrigé

1.
2.

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

© o N g~

a)(x—22+(y-1*=9
a) (X+2P2+(y—-5)72=45

X +y?+4x—10y-16=0

a)C(6,-2);r=7

d) C(-1,-3) ; r=1/35
(1,-2) et (9, -2)

a) (X—4)2+(y+1)2=100
(4,0);(0,0) et (0, -2)
(x=5)°+(y-8)*=40
(2, -1) et (9, 6)

a) (X+2P2+(y—-572>4
a) a l’intérieur

d) a lintérieur

X2 +y2 <36
X=7)?+(y+5?2<16
(X+5)2+y*>64
(X=3)2+(y+5)72=52
10m

3,25 cm
(X=3)2+y*=12,25

b) (x-2)*+(y+ 1)2=25
b) Xx—12+(y+3)y>=8
X2 +y?—2X+6y+2=0
b) C(-5, 4) ; r=2\[3
e)C(4,0);r=8

b) (x+1)>+(y-3)=13

b) (x—1)2+(y+3)?<17
b) a I’extérieur
e) sur le cercle

Xx20;y=20et(x—18)2+(y—15)%*>100

L’ellipse - Corrigé

1. a) 1)20unités
2) 12 unités
3) (8,0) et (-8, 0)
2. a) (@\3,0)et(-3,0)
3. Centre: (0, 0) ; Petit axe : 4\/6
X2 LY
S+ L =1
4. a) 6 9
XY
2+l =1
5. PR
a) (0,5)et(0,-5)
a) (x4,0)et (0, £5)
8. X_2+§L2:1
36 36
9. 32cmsurl4,4cm
10. 18m
11. =10,7cm

74

b) 1) 26 unités
2) 10 unités
3) (0, 12) et (0, —12)

b) (0, 4/5) et (0, —4\/5)

X2y
2 4+ =1
b) 24 49

b) (2\/6, 0) et (-21/6, 0)
b) (£3,2:3)et(-24:+4)

Chapitre 6 — Coniques
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C)(X+3) +(y+2)?=13
C) X2+ (y+8)>=100

X2 +y*+16y-36=0
€) C(0,0);r=25
f)C@, 4);r=5/3

C) (X+2)2+y*225
c) sur le cercle
f) a extérieur

¢) 1) 16 unités
2) 8 unités

3) (0, 4\/3) et (0, -4\/3)

) =

) (2V5,0) et (=2\/5, 0)
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L’hyperbole - Corrigé

1.

a) 1)(50);(-5,0)
3 -3
2)y==xety=—
)Y rety=-x
_SyetyoS
8) YEKEY =
X2y
X ¥
) 34
a) 1) (0, 2v/3) et (0, -21/3)
2) (0, 27) et 0, -2\[7)
3)y=3@xety=3@x
2 2
X_z_ﬁ:_1
150 25
Yo
25 144
=~ 16,87 cm

La parabole - Corrigé

1.

a)

a)

a)

d)

a)

d)

a)

1) y? = -6x
2)y=0

y? = 2X
DHy=0
2) (-2,0)

3)x=2
Dy=0
a@n)

=5
) x=—
) 8

Dc=1
2)(y+2)=4(x-1)

(Y—5P2=-2(x+2)
(v =37 = 4(x+5)

1) (2,1)
2)y=1
3)(3,1)

4)x=1

b)

b)

b)
b)

b)

b)
b)

€)

b)

b)
e)
b)

1) (0,3V5) ; (0, -3\/5)

2)y=2ety==%
)y Sety=-

c)

y:%@xety:%@x c)

2
y-5=1

1)(3,0);(-3,0)

4 —4
3)y==xety=—x
)Y JXety ==

1) x> = 4y
2)x=0
3
X* ==
2)’

Hx=0

2%@%
$y=§

Dx=0

2%@%9

Nc=

N |[— oo

2) (x+1)2==2(y-13)

(X—4)*=6(y +6)

2=_6 _})
v =6(x-3

1) (-5,2)
2)x=-5

3) (-5,0)

4)y=4

c)

<)
<)

<)

c)

Chapitre 6 — Coniques
Exercices supplémentaires

1) W13,0); (+\13,0)

3 -3
2)y==xety=—x
)Y Jxety=-

y=33Exety=ﬂ3@x

1) (0,3); (0, -3)
2) (0,\/41) ; (0, [41)
3)y:%@xety:%éx

Dc=2
2) (x=3)"=8(y +4)

(x—2)=-8(y-3)

1) (2, 4)
2)x=2

(23

11
4 = —_—
)Y 5

75
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d 1)(0-3)
2)y=-3

(39

3
4)x==
) 4

7. a) (xX-2)P=y

8. @ o) (0, ~1) et (0, 5)
9. (0, 14—3) . (-1,5) et (7, 5)

10. @)
11. @)

X2 > 4y

130

12 @) 5 m=4333m

13, (y-3)2>-8(x-1)
14. 0,625 m = 62,5 cm

15. a) (w4f=?w—®

16. Hauteur:=2,78 m
17. =4,06 cm

18. 41m

19. 9cm

20. 13,25m

21. 48cm

22. 18cm

Les coniques - Corrigé

2 2
1. X_+_L:]_ ou

2 X Yoy
4 16

3. X—2+ﬁ<1 ou X—2+LZ<1
81 9

9 &1

25 8l

5. M+M:1
225 144

6. (Xx+22+(y-3)2=5

7. M_M: -1
576 144

76

(X~ 2 = ~4(y - 5)

RS )
121 196 196

e) 1)(2-4)
2)x=2

3) (2, “‘ﬂ)

~19
4)y="
)Y 1

b) (y+22=-2(x-3)

b) (y—1)’<2(x+3)

b) (7,-1) a I’extérieur ;
(0, 4) sur la parabole ;
(—4, —4) sur la parabole ;

b) > %(y — 60)

b) 2,53m

Largeur: 8,4 m

c)

c)

Chapitre 6 — Coniques
Exercices supplémentaires

1) (3,-2)
2)y=-2

3) G —2)
4)x = %

(Y—12=4(x+3)

(v - 27 > ~4(x~4)
(5, 2) a ’intérieur ;
(2, —3) a ’intérieur ;
(-2, 2) a ’extérieur.



